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Ορισvμός

1 Είναι δίκτυα πρόσvθιας τροφοδότητησvης (feed forward).

2 Χρησvιμοποιούνται για μάθησvη με επίβλεψη.

3 Τα δίκτυα ακτινικής βάσvης μπορούν να χρησvιμοποιηθούν

για μάθησvη σvυναρτήσvεων και για ταξινόμησvη δεδομένων.

4 Διαθέτουν ένα σvτρώμα εισvόδου, ένα σvτρώμα επεξεργασvίας
και μία ή περισvσvότερες εξόδους.
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Σχήμα δικτύου RBF
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Νευρώνες σvε δίκτυα RBF

Διαθέτουν μόνο ένα επίπεδο επεξεργασvίας

Δεν υπάρχει διασvύνδεσvη μεταξύ νευρώνων και εισvόδων

όπως σvτα MLP

Οι νευρώνες εξόδου είναι νευρώνες εσvωτερικού γινομένου

Η σvυνάρτησvη ενεργοποίησvης σvτην έξοδο είναι η γραμμική:
f (x) = x
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Ακτινικές σvυναρτήσvεις

1 Μια σvυνάρτησvη f(x) ονομάζεται ακτινικού τύπου (radial
function) αν υπάρχει κάποιο διάνυσvμα c (το οποίο θα
αποκαλούμε κέντρο) και η τιμή της σvυνάρτησvης εξαρτάται
μόνον από την απόσvτασvη του x από αυτό το κέντρο.

2 Ονομάζονται ακτινικού τύπου καθώς έχουν (σvυνήθως) την
μέγισvτη τιμή όταν είμασvτε κοντά σvτο κέντρο και όσvο

απομακρυνόμασvτε από αυτό η τιμή πέφτει.
3 Πρέπει να είναι πάντα σvτην μορφή

h(x) = f (‖x − c‖)

όπου x είναι το διάνυσvμα εισvόδου και c κάποιο κέντρο.
4 Τυπικό παράδειγμα η σvυνάρτησvη πυρήνα RBF:

h(x) = exp

(

−‖x − w‖2

s2

)
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Συναρτήσvεις RBF

Το διάνυσvμα βαρών w = {w1, ww , ....} καθορίζει το κέντρο
της σvυνάρτησvης, ενώ η παράμετρος s είναι η ακτίνα της
σvυνάρτησvης.

Αν x = w , τότε η σvυνάρτησvη θα πάρει την μέγισvτη τιμή της
και μειώνεται εκθετικά όσvο απομακρυνόμασvτε από το

κέντρο.

Η μείωσvη σvτην σvυνάρτησvη καθορίζεται από την ακτίνα. Αν
είναι μικρή η ακτίνα, τότε η σvυνάρτησvη φθίνει πολύ
γρήγορα.

Οι σvυναρτήσvεις αυτές ορίζουν σvφαιρικές περιοχές επιρροής.
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Συνάρτησvη Gauss

1 Η σvυνάρτησvη αυτή δίνεται από τον τύπο

f (x) = e
−

‖x−c‖2

σ
2 (1)

2 Αυτή η σvυνάρτησvη χρησvιμοποιείται περισvσvότερο σvτις

διάφορες υλοποιήσvεις RBF νευρωνικών δικτύων.

3 Προσvοχή σvτο γεγονός πως f (x) → ∞, σ → 0
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Γραφική αναπαράσvτασvη σvυνάρτησvης Gauss

Ι.Γ. Τσvούλος Τεχνητά Νευρωνικά RBF



RBF
Εκπαίδευσvη

Προηγμένες τεχνικές RBF
Σύνοψη

Πολυτετραγωνική σvυνάρτησvη

Η σvυνάρτησvη αυτή δίνεται από τον τύπο

f (x) =
(

‖x − c‖2 + σ
2
)

1
2 (2)
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Συνάρτησvη Cauchy

Η σvυνάρτησvη αυτή δίνεται από τον τύπο

f (x) =

(

‖x − c‖2 + σ
2
)

−1

σ
(3)
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Παράγοντες που επηρρεάζουν την απόδοσvη των δικτύων

RBF

1 Ο αριθμός των σvυναρτήσvεων που θα χρησvιμοποιηθούν.
Αύξησvη των μονάδων δεν σvημαίνει πάντα και καλύτερη

γενίκευσvη. Επιπλέον όσvο αυξάνονται οι μονάδες απαιτείται
περισvσvότερη μνήμη και αυξάνεται ο χρόνος εκπαίδευσvης.

2 Η τοποθεσvία των σvυναρτήσvεων σvτον χώρο (κέντρα).
Οι σvυναρτήσvεις πρέπει να κατανεμηθούν κατά το δυνατόν

πιο ομοιόμορφα σvτον χώρο ώσvτε να καλύψουν όλη την

πληροφορία. Για παράδειγμα αυτό μπορεί να γίνει με
KMEANS.

3 Οι ακτίνες κάθε σvυνάρτησvης. Αν αυξηθεί η ακτίνα
πιθανόν να καλυφτεί καλύτερα ο χώρος έρευνας.
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Πλεονεκτήματα δικτύων RBF

1 Θεώρημα παγκόσvμιας προσvέγγισvης από Park and Sandberg
(1991).

2 Ανοχή σvε θορυβώδη δεδομένα.

3 Γρήγορες τεχνικές εκπαίδευσvης.

4 Οι σvυναρτήσvεις ακτινινικού τύπου μπορούν να προσvεγγίσvουν

οποιαδήποτε σvυνάρτησvη για κάποιο πλήθος νευρώνων
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Σύγκρισvη με MLP

1 To RBF έχει μόνο δύο σvτρώματα επεξεργασvίας

2 Δεν υπάρχει αλγόριθμος εκπαίδευσvης για παραπάνω από

ένα επίπεδα

3 RBF,MLP: και τα δύο πραγματοποιούν μάθησvη με
επίβλεψη.

4 Και σvτα δύο ισvχύει το θεώρημα της παγκόσvμιας

προσvέγγισvης
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Κατασvκευή δικτύων RBF

1 Δημιουργία για κάθε ομάδα δεδομένων ενός νευρώνα.
Εσvτω πως αυτές οι ομάδες είναι k.

2 Για κάθε πρότυπο x το δίανυσvμα
h(x) = [h1(x), h2(x), ..., hk (x)] καθορίζει κατά πόσvο το x
ανήκει σvε κάθε ομάδα.

3 Στην σvυνέχεια εκπαιδεύονται (πιθανόν με γραμμική πράξη)
τροποποιούμε τον αντίσvτοιχο νευρώνα εξόδου.
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Παράδειγμα εφαρμογής

1 ΄Εσvτω h1(x), h2(x), h3(x) με κέντρα (0, 0), (5, 5), (−5, −5)
και ακτίνα σ = 1

2 Για το πρότυπο x1 = (0.2, −0.2) προκύπτει το διάνυσvμα:
[0.75,0.001,0.0006]

3 Για το πρότυπο x2 = [−4.6, −5.2] προκύπτει το διάνυσvμα:
[0.001,0.00,0.639]

4 Για το πρότυπο x3 = [5.5, 4.8] προκύπτει το διάνυσvμα:
[0.008,0.007,0.00]

5 Για το πρότυπο x4 = [−5, 5] προκύπτει το
διάνυσvμα:[0.007,0.007,0.000]

6 Τι θα σvυμβεί αν μεγαλώσvει η ακτίνα;
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Φάσvεις εκπαίδευσvης

1 Στην πρώτη φάσvη εκπαιδεύονται οι παράμετροι c,σv για τις
ακτινικές σvυναρτήσvεις

2 Στην δεύτερη φάσvη εκπαιδεύονται τα βάρη των νευρώνων

εξόδου.
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Βασvικός αλγόριθμος εκπαίδευσvης

Για κάθε νευρώνα επεξεργασvίας i=1..Ν υπολογισvμός της τιμής

ai = f (‖x − ci ‖ , σi ) (4)

Για κάθε νευρώνα εξόδου i=1..K υπολογισvμός της τιμής

oi =
K
∑

j=1

wijaj (5)

Σε πολλές περιπτώσvεις Κ=1, αφού αρκεί και για μάθησvη
σvυναρτήσvεων αλλά και για κατηγοριοποίησvη δεδομένων.

Ι.Γ. Τσvούλος Τεχνητά Νευρωνικά RBF



Εκπαίδευσvη επιπέδου επεξεργασvίας

1 Για να γίνει η εκπαίδευσvη ενός RBF θα πρέπει να υπάρχει
διαφορετικός αλγόριθμος για το επίπεδο επεξεργασvίας και

διαφορετικός για το επίπεδο εξόδου.

2 Στο επίπεδο επεξεργασvίας πρέπει να προσvδιορισvτούν τα

κέντρο ci καθώς και το εύρος των σvυναρτήσvεων σi .

3 Δύο αλγόριθμοι που αντιμετωπίζουν αυτό το πρόβλημα

είναι ο αλγόριθμος “κάθε πρότυπο και κέντρο” και ο
κλασvικός αλγόριθμος ομαδοποίησvης K-means.
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Κάθε πρότυπο και κέντρο

1 Σε αυτήν την περίπτωσvη θεωρούμε πως κάθε πρότυπο είναι

και κέντρο

2 ci = xi , i = 1..m

3 Αυτή η μέθοδος δεν απαιτεί κάποια εκπαίδευσvη

4 Είναι αρκετά αργή όταν τα πρότυπα εισvόδου είναι πολλά

σvε πλήθος.

5 Για τον υπολογισvμό της παραμέτρου σi έχει προταθεί μόνον

για την ακτινική σvυνάρτησvη Gauss η τιμή

σ =
D√
m

(6)

όπου D είναι η απόσvτασvη μεταξύ των πιο απομακρυσvμένων
κέντρων.
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Kmeans

1 Δημιουργία εκπροσvώπων από ομάδες.

2 ΄Εχει υλοποιηθεί αρχικά από τον MacQueen.

3 Το πλήθος των ομάδων θεωρείται δεδομένο.

4 ΄Εχουν αναπτυχθεί δεκάδες παραλαγές του αλγορίθμου

από τότε.

5 Σκοπός της τεχνικής είναι να ελαχισvτοποίησvει την

απόσvτασvη των σvημείων από τα κέντρα τους δηλαδή:

min
∑

j

∑

i

‖xi − cj‖2
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Kmeans

1 Αρχικοποίησvη των K κέντρων ci , i = 1..K
2 Επανέλαβε

1 Si = {} , i = 1..K
2 Εύρεσvη της ομάδας που ανήκει το κάθε σvτοιχείο xi , ι = 1..Ν
ως ακολούθως: α) εύρεσvη j∗ = minK

i=1 {D (xi , cj)} β)
Sj∗ = Sj∗ ∪ xi

3 ΄Εσvτω Mj το πλήθος των μελών της ομάδας. Ανανέωσvη του
κέντρου της ομάδας

cj =
1

Mj

Mj
∑

i=1

xi (7)

όπου xi τα μέλη της ομάδας.
3 Αν τα κέντρα δεν έχουν αλλάξει τότε τερματισvμός,
αλλιώς μετάβασvη σvτο βήμα 2.

4 Υπολογισvμός των παραμέτρων σi ως την διακύμανσvη των

προτύπων κάθε ομάδας Si
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Lvq

1 Εναλλακτικός τρόπος ομαδοποίησvης

2 Δημιουργούνται τυπικοί εκπρόσvωποι των ομαδων

3 Υπάρχει μεγάλη εξάρτησvη του αποτελέσvματος από την

αρχικοποίησvη
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Ο αλγόριθμος LVQ

1 Αρχικοποίησvη βαρών wi , i = 1, ..M, ρυθμού μάθησvης n και

εξόδων yi για κάθε βάρος (πχ ανάθεσvη σvε κάθε βάρος ενός
τυχαίου προτύπου).

2 Για i = 1, ..E όπου Ε οι εποχές επανέλαβε
1 Για j = 1, .., N επανέλαβε

1 Πάρε το επόμενο πρότυπο xi

2 Εύρεσvη w∗ = arg min d(xi , wj )
3 Αν y∗ = y(xi ) τότε: w∗ = w∗ + n × (xi − w∗)
4 Αλλιώς w∗ = w∗

− n × (xi − w∗)

2 Τέλος Για

3 Τέλος Για

4 Αυτό που χρειάζεται το RBF είναι τα βάρη w.
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Εκπαίδευσvη εξωτερικού σvτρώματος

1 Αν θεωρήσvουμε πως το εξωτερικό σvτρώμα έχει μόνον μια

έξοδο, τότε θα υπάρχει η εξίσvωσvη

o =
N
∑

i=1

wiai (8)

2 Για την μάθησvη των βαρών w μπορεί να χρησvιμοποιηθεί και
ο κανόνας ADALINE και να γίνει μάθησvη των βαρών με
χρήσvη και ενός ρυθμού μάθησvης n, n<1

3 Ωσvτόσvο σvε πολλές περιπτώσvεις η εκπαίδευσvη του w γίνεται
με την επίλυσvη ενός γραμμικού σvυσvτήματος.
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Γραμμικό σvύσvτημα για τα εξωτερικά βάρη

Στην δεύτερη φάσvη ο πίνακας βαρών −→w = (w1, w2, . . . , wk)
υπολογίζεται ως ακολούθως

1 Θέσvε W = wkj

2 Θέσvε Φ = hj (xi )
3 Θέσvε T = {ti = f (xi ) , i = 1, .., M}.
4 Γίνεται επίλυσvη του σvυσvτήματος:

ΦT
(

T − ΦW T
)

= 0 (9)

Η λύσvη είναι:

W T =
(

ΦT Φ
)−1

ΦT T = Φ†T (10)
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Εκπαίδευσvη εξωτερικού επιπέδου με γραμμικό σvύσvτημα

1 Θεωρούμε τον πίνακα

A =











f (x1, c1) f (x1, c2) . . . f (x1, cN)
f (x2, c1) f (x2, c2) . . . f (x2, cN)

. . . . . . . . . . . .

f (xm, c1) f (xm, c2) . . . f (xm, cN)











2 όπου f (x , c) είναι η ακτινική σvυνάρτησvη βάσvης για είσvοδο x
και κέντρο c.

3 Τα βάρη ενημερώνονται με την πράξη

w =
(

AT A
)

−1
AT y (11)

4 Με y την επιθυμητή έξοδο του δικτύου RBF

5 Ο πίνακας
(

AT A
)

−1
AT ονομάζεται και ψευδοαντίσvτροφος

του A.
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Υπολογισvμός ακτίνας

1 Πρώτη λύσvη: Κάθε κέντρο να έχει σvαν ακτίνα την
διακύμανσvη της αντίσvτοιχης ομάδας.

2 Δεύτερη λύσvη: Ο μέσvος όρος των διακυμάνσvεων να είναι
κέντρο σvε κάθε ομάδα.

3 Τρίτη λύσvη:

σ =
D√
m

(12)

όπου D είναι η απόσvτασvη μεταξύ των πιο απομακρυσvμένων
κέντρων.



Ενιαία εκπαίδευσvη

1 Τα βάρη αρχικοποιούνται σvτο διάσvτημα [-1,1]

2 Υπολογίζεται η παράγωγος της σvυνάρτησvης σvφάλματος

E (y(x , g)) =
m
∑

i=1

(y (xi , g) − ti)
2 (13)

Για κάθε παράμετρο του δικτύου.

3 Γενικά είναι δύσvκολο για τις μεθόδους τοπικής

ελαχισvτοποίησvης να πετύχουν καλές τιμές αν και τα κέντρα

και οι διακυμάνσvεις αρχικοποιούνται εντελώς τυχαία.

4 Δεν είναι δόκιμο να αρχικοποιούνται οι ακτίνες εντελώς

τυχαία. Πχ δεν έχει νόημα να πάρουνε αρνητικές τιμές
αλλά ούτε και πολύ κοντά σvτο 0.

5 Πλήθος σvυνολικών παραμέτρων του δικτύου: k × d + d + k
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Χρήσvη γενετικού με δυαδική κωδικοποίησvη

1 Προτάθηκε σvτην δημοσvίευσvη S. Ding, L. Xu, C. Su et al, An
optimizing method of RBF neural network based on genetic
algorithm. Neural Comput & Applic 21, pp. 333–336, 2012.

2 Τα κέντρα και οι διακυμάνσvεις εκτιμώνται με χρήσvη

Kmeans.

3 Δημιουργείται χρωμοσvώματα της μορφής:
[c1c2...ckw1w2...wk ] όπου οι τιμές ci μπορούν να είναι 0 ή 1.
Αν είναι 0 ο αντίσvτοιχος κόμβος δεν υπάρχει και αν 1
υπάρχει.

4 Τα βάρη wi είναι δεκαδικοί αριθμοί που εκτιμώνται από τον

γενετικό αλγόριθμο.

5 Στα πειραματικά αποτελέσvματα θα την ονομάζουμε GRBF
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Χρήσvη τεχνικής δύο σvταδίων με γενετικό

1 Πρωτάθηκε σvτην δημοσvίευσvη: I.G. Tsoulos, A. Tzallas, E.
Karvounis, A Two-Phase Evolutionary Method to Train RBF
Networks , Applied Sciences 12, 2439, 2022.

2 Πρώτο σvτάδιο: Με την χρήσvη KMEANS βρίσvκεται μια
εκτίμησvη κέντρων και ακτινών.

3 Δεύτερο σvτάδιο: Με την χρήσvη γενετικού αλγόριθμου
γίνεται εκπαίδευσvη όλων των παραμέτρων του δικτύου. Το
διάσvτημα τιμών για τα κέντρα και τις ακτίνες ορίζεται σvαν

πολλαπλάσvιο των αρχικών τιμών.

4 Στα πειραματικά αποτελέσvματα θα την ονομάζουμε

S2RBF.



RBF
Εκπαίδευσvη

Προηγμένες τεχνικές RBF
Σύνοψη

Πειραματικά αποτελέσvματα (δεδομένα ταξινόμησvης)

DATASET KRBF GRBF S2RBF DATASET KRBF GRBF S2RBF

Alcohol 46.63% 52.30% 21.86% Mammo 21.38% 30.41% 17.25%

Appendicitis 12.23% 16.83% 16.03% Parkinsons 17.42% 33.81% 17.37%

Australian 34.89% 41.79% 22.97% Pima 25.78% 27.83% 24.00%

Balance 33.42% 38.02% 12.88% Popfailures 7.04% 7.08% 5.44%

Cleveland 67.10% 67.47% 51.75% Regions2 38.29% 39.98% 25.81%

Dermatology 62.34% 61.46% 37.37% Ring 21.65% 50.36% 2.09%

Glass 50.16% 61.30% 49.16% Saheart 32.19% 33.90% 29.38%

Hayes Roth 64.36% 63.46% 35.26% Segment 59.68% 54.25% 39.44%

Heart 31.20% 28.44% 17.80% Sonar 27.85% 34.20% 19.62%

HouseVotes 6.13% 11.99% 3.67% Spiral 44.87% 50.02% 18.98%

Ionosphere 16.22% 19.83% 10.33% Tae 60.07% 61.78% 52.44%

Liverdisorder 30.84% 36.97% 28.73% Thyroid 10.52% 8.53% 7.12%

Ι.Γ. Τσvούλος Τεχνητά Νευρωνικά RBF



RBF
Εκπαίδευσvη

Προηγμένες τεχνικές RBF
Σύνοψη

Χρήσvη αριθμητικής διασvτημάτων

1 Προτάθηκε σvτην δημοσvίευσvη: I.G. Tsoulos, V. Charilogis,
Locating the Parameters of RBF Networks Using a Hybrid
Particle Swarm Optimization Method , Algorithms 16, 71,
2023.

2 Γίνεται αρχικοποίησvη του διασvτήματος τιμών με την χρήσvη

της προγούμενης τεχνικής για να βρεθεί ένα αρχικό

διάσvτημα τιμών.

3 Μια τροποποιημένη τεχνική διασvτημάτων χρησvιμοποιείται

για την εύρεσvη ενός μικροτερου διασvτήματος τιμών.

4 Στα πειραματικά αποτελέσvματα θα την ονομάζουμε IRBF.

Ι.Γ. Τσvούλος Τεχνητά Νευρωνικά RBF



RBF
Εκπαίδευσvη

Προηγμένες τεχνικές RBF
Σύνοψη

Πειραματικά αποτελέσvματα

DATASET NN-RPROP KRBF IRBF DATASET NN-RPROP KRBF IRBF

Appendicitis 16.30% 12.23% 16.47% Mammographic 18.46% 21.38% 17.17%

Australian 36.12% 34.89% 23.61% Parkinsons 22.28% 17.41% 15.51%

Balance 8.81% 33.42% 12.65% Pima 34.27% 25.78% 23.61%

Bands 36.32% 37.22% 37.38% Popfailures 4.81% 7.04% 5.21%

Cleveland 61.41% 67.10% 49.77% Regions2 27.53% 38.29% 26.08%

Dermatology 15.12% 62.34% 38.24% Saheart 34.90% 32.19% 27.94%

Hayes Roth 37.46% 64.36% 33.62% Segment 52.14% 59.68% 47.19%

Heart 30.51% 31.20% 15.91% Spiral 46.59% 44.87% 19.43%

HouseVotes 6.04% 6.13% 4.77% Wdbc 21.57% 7.27% 5.33%

Ionosphere 13.65% 16.22% 8.64% Wine 30.73% 31.41% 9.20%

Liverdisorder 40.26% 30.84% 27.36% Z_F_S 29.28% 13.16% 4.19%

Lymography 24.67% 25.31% 19.12% ZO_NF_S 6.43% 9.02% 4.31%

Ι.Γ. Τσvούλος Τεχνητά Νευρωνικά RBF



Χρήσvη RBF για λήψη δειγμάτων σvε μεθόδους
ελαχισvτοποίησvης.

1 Προτάθηκε σvτην δημοσvίευσvη: I.G. Tsoulos, A. Tzallas, D.
Tsalikakis, Use RBF as a Sampling Method in Multistart
Global Optimization Method, Signals 3, pp. 857-874, 2022
(ήταν και εξώφυλλο σvτο περιοδικό!).

2 Χρησvιμοποιείται περιορισvμένος αριθμός δειγμάτων απο την

αντικειμενική σvυνάρτησvη.

3 ΄Ενα νευρωνικό δίκτυο RBF κατασvκευάζει ένα μοντέλο από
αυτήν την σvυνάρτησvη με αυτά τα δείγματα

4 Στην σvυνέχεια λαμβάνονται πολλά δείγματα από το RBF

5 Κρατάμε από τα πολλά δείγματα του RBF μόνο αυτά με
την χαμηλότερη τιμή.

6 Η μέθοδος καθολικής βελτισvτοποίησvης κάνει δειγματοληψία

από το νευρωνικό δίκτυο και όχι από την πραγματική

σvυνάρτησvη.



RBF
Εκπαίδευσvη

Προηγμένες τεχνικές RBF
Σύνοψη

Πειραματικά αποτελέσvματα(MULTISTART)

FUNCTION MSTART FUNCTION MSTART

BF1 5975 GRIEWANK10 7520

BF2 5826 POTENTIAL3 6120

BRANIN 5415 POTENTIAL5 7320

CAMEL 5599 HANSEN 9536(0.90)

CIGAR 8410 HARTMAN3 5608

CM4 6431(0.80) HARTMAN6 6037

DISCUS 5965 HIGHELLIPTIC 7306

EASOM 5202 RASTRIGIN 6401(0.77)

EXP4 5772 ROSENBROCK4 8584

EXP16 5837 ROSENBROCK8 10095

EXP64 5914 SHEKEL5 6215

GRIEWANK2 6572(0.30) SHEKEL7 6508

SINU4 6670(0.97) SHEKEL10 6860

Ι.Γ. Τσvούλος Τεχνητά Νευρωνικά RBF



Πειραματικά αποτελέσvματα με προτεινόμενη μέθοδο

FUNCTION MSTART FUNCTION MSTART

BF1 1175 GRIEWANK10 2677

BF2 1022 POTENTIAL3 1313

BRANIN 594 POTENTIAL5 2502

CAMEL 729 HANSEN 4278(0.70)

CIGAR 3228 HARTMAN3 830

CM4 1884(0.90) HARTMAN6 1202(0.93)

DISCUS 1365 HIGHELLIPTIC 2889

EASOM 398 RASTRIGIN 1269(0.77)

EXP4 827 ROSENBROCK4 2453

EXP16 1007 ROSENBROCK8 4461

EXP64 1064 SHEKEL5 7498(0.87)

GRIEWANK2 1762(0.43) SHEKEL7 1973(0.67)

SINU4 1020 SHEKEL10 1245(0.60)



RBF
Εκπαίδευσvη

Προηγμένες τεχνικές RBF
Σύνοψη

Σύνοψη

Παρουσvίασvη δικτύων RBF

Μέθοδοι εκπαίδευσvης

Ι.Γ. Τσvούλος Τεχνητά Νευρωνικά RBF
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